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11. Translationsoperatoren:

(a) Folgern Sie aus Aufgabe 10.(b) und der Vertauschungsrelation [X, P] = ikl zwischen
Ort und Impuls, daf3

fiir Ty, == e nF gilt [Ty, X] = —20T%, - (1P)

(b) Zeigen Sie durch Anwendung des Ortsoperators auf den Zustand Ty,|A;), dal T}, den
Eigenzustand |A,) von X zum Eigenwert z in einen Eigenzustand |A,,,) zum Eigenwert
x + x Uberfithrt. Machen Sie sich klar, dafl in der Ortsdarstellung 7, auf Funktionen
Y(x) tiber eine Taylorentwicklung wirkt, d. h.

Ty () = (2 — 0)
in Ubereinstimmung mit (A,|Ty|¢0) = (AT, [¥0) = (Auso|t0). Also bewirkt der Ope-

rator T, Translationen des Orts. Insbesondere ist das Spektrum des Ortsoperators (also
die Menge aller Eigenwerte) die Menge der reellen Zahlen. (1P)

(c¢) Untersuchen Sie analog die Wirkung des Operators 1), := en?oX auf die Figenzustédnde
IT',) des Impulsoperators. (2 P)

12. Kohdrente Zustinde: Damit das Spektrum des Anzahloperators des harmonischen Oszilla-
tors nach unten beschrinkt ist, muf} es einen Eigenzustand |K,) zum Vernichtungsoperator
a geben mit a| K, ) = x|K,) (der Fall x = 0 ist der Grundzustand |Ay) des harmonischen Os-
zillators). In dieser Aufgabe untersuchen wir Eigenschaften dieser sogenannten ,kohérenten
Zustéande®:

Mit Hilfe der Translationsoperatoren fiir Ort und Impuls aus Aufgabe 11 bilden wir einen
unitdaren Operator K,
K = e*%%l’owo Ty Ty = e%(ponﬂcoP) — eXaT*X a_. K(X) 7

der von dem komplexen Parameter

1 2 1
— (ﬁ + —mw%é)

mit Betragsquadrat |y|*> = 5 :
m
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= —X0+ -——=
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abhéngt. Dabei bezeichnet a := ,/m—z die ,,Oszillatorlinge. Der Operator K erzeugt aus

dem Grundzustand |Ag) die kohérenten Zusténde

1K) = K(x)|Ao) = e 2 ex|Ag)  mit  yeC.



(a) Beweisen Sie die Gleichheit der in der Definition von K bzw. |K,) verwendeten Aus-
driicke. Benutzen Sie dabei
1 h

X:E(a—kcﬂ), P:ET(G_GT)’ [a,a'] =1, alAg) =0

sowie die Regel e4t8 = edeBe 248l falls [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0 ist (aus Aufga-
be 10.(d)). Wie lautet die zum Zustand |K,) gehorige Wellenfunktion (A,|K) in der
Ortsdarstellung? (4P)

(b) Zeigen Sie, daf | K, ) normierter Eigenzustand zu a mit Eigenwert y ist. Benutzen Sie
dazu die Operatorrelation [f(A), B] = f'(A)[A, B] aus Aufgabe 10.(a) (oder die Baker-
Campbell-Hausdorff-Formel aus 10.(b)). Beachten Sie, daf§ K unitér ist. (2 P)

(c) Leiten Sie her, daff | K, ) nach den Eigenzusténden |A,) des Anzahloperators entwickelt

werden kann geméf
o

Ky = e 3§ j—"_,rm. (2P)

n=0 '

(d) Berechnen Sie die Erwartungswerte und Schwankungsquadrate von Energie, Ort und
Impuls im Zustand |K,). Wie héngen die Schwankungsquadrate von x ab? Was fallt
bei den Schwankungsprodukten auf? (8 P.)



